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Aufgabe

Eine Klausel heisst monoton, wenn ihre Literale alle positiv oder alle negativ sind. Bei-
spielsweise ist (71 V Tp V T3) monoton, (1 V Ty) aber nicht. Formaler gilt fiir eine Klausel
C' = ({1 V...V {) einer KNF-Formel iber einer Variablenmenge X also

C'ist monoton <= {(V...V4} CX VvV {{Hv...V{}C{T |2 e X}

Eine KNF-Formel heisst monoton, wenn alle ihre Klauseln monoton sind.
Beweisen Sie, dass MONOSAT = {F € SAT | F' ist monoton} NP-vollstandig ist.

Losung: Wir zeigen zuniichst, dass MONOSAT in NP liegt. Hierfiir kénnen wir die
gleiche Idee verwenden, die wir in der Vorlesung fiir SAT gesehen haben: Wir raten
nichtdeterministisch eine Belegung der Variablen und iiberpriifen, ob diese die Formel
erfiillt. Um zu zeigen, dass MONOSAT N P-schwer ist, geben wir eine Reduktion von SAT
an, wir zeigen also SAT <, MONOSAT. Sei F' = Cy A ... A (), eine Formel in KNF iiber
den Variablen X = {xy,...,z,}, wobei jede Klausel die Form C; =1;; V...V [;, hat fiir
Literale [; ; € X U X. Dabei bezeichne X = {Z | z € X} die Menge der Negationen der
Variablen aus X. Wir konstruieren aus F' eine monotone Formel ® wie folgt. Wir definieren
eine Menge Y = {y1,...,y,} von neuen Variablen, die nicht in X vorkommen. Dann
ersetzen wir alle Vorkommen von 7; in F' durch y;. Weiterhin fiigen wir fiir jede Variable z;
die beiden monotonen Klauseln (x;Vy;) und (7;Vy;) zu F hinzu und erhalten so die offenbar
monotone Formel ®. Diese Reduktion ist offenbar in Polynomzeit durchfithrbar. Wir zeigen
jetzt, dass F' genau dann erfiillbar ist, wenn dies auch fiir ® gilt. Sei a: X — {0, 1} eine
erfiillende Belegung fiir F'. Wir erweitern « zu einer Belegung 5: X UY — {0, 1} fiir ®,
indem wir §(z;) = a(z;) und S(y;) = 1 — a(x;) setzen, fir alle i € {1,...,n}. Um zu
zeigen, dass [ die Formel @ erfiillt, bemerken wir, dass ® gerade so definiert ist, dass alle
negativen Vorkommen der Variablen x; durch positive Vorkommen von y; ersetzt wurden.
Die neu hinzugefiigten Klauseln in ® werden ebenfalls von § erfiillt, weil 8(x;) = 1 — 5(v;)
gilt und somit in jeder der neuen Klauseln genau ein Literal erfiillt ist. Damit erfiillt
die Formel ®. Umgekehrt sei jetzt 5: X UY — {0,1} eine erfiillende Belegung fiir ®. Fiir
jedes i € {1,...,n} sind die beiden Klauseln (z; V y;) und (7; V 7;) nur dann gleichzeitig
erfiillt, wenn f(x;) = 1 — B(y;) gilt. Wir konnen also eine Belegung o: X — {0, 1} fiir '
definieren, indem wir einfach § auf X einschrianken. Weil jede Klausel in ® durch g erfiillt
wird, werden die entsprechenden Klauseln in F', in denen 7; statt y; steht, durch « erfiillt.



